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二维与三维问题的无界边界单元

才分 戏 葛修润

提 要

本文通过对二维与三维问题的无界边界元的分析
,

指出二维问题中原有边界元上插值函数

的缺点和不合理性
,

提出一种析型的无界边界元括值形式
,

对无界单元上的发散积分作了一些

讨论
。

一
、

引 言

边界积分方程法

—
边界元法

,

是利用加权余量或贝蒂 ( B e tt i) 互等功定理的思想
,

建立

与微分 方程等价的边界积 分方程
。

在数值解的过程中
,

只需对边界上的已知量及 未 知 量 离

故
,

对固体力学中含体力或非线性问题
,

仅将内域的适当部分做分块
,

将体力 (对某些简单

形式 的体力
,

可将其影响转化为边界上的积分 ) 或非线性部分的影响叠加在边界已知值的影响
_

卜
。

但无论这种内部非线性或体力分布形式如何复杂
,

都将不会增加边界元法待求解的线性
、

代数方程组中的方程个数
。

这就使这种方法比有限元法具有较多的优势
:
离散 化及数据输入

(这往往是需要人去完成的工作 )简单易行
;
对边界较复杂而内域线度较大的问题

,

可 以大大减

少计算机内存
,

加快运算速度
; 域内位移及应力的计算精度往往较高

;
对无限大域 (边界在

有界范围内 )及半无限大域 中的问题
,

可以避免由于引入无界元而带来的误差
。

边界元法作为一种数 位 方 法
,

由于瑞左 (R i : z 。 )川
,

斯维德罗 (s w ed lo 哟
`2 , ,

门德逊

( M
e n d e l s o n

) 〔
3 1 ,

马可吉 ( M u k l、 。 r

je e
) 艺̀ J ,

彼 ( B u i ) ! 3 , ,

布莱 比亚 ( B r e b b i a
)和太勒斯 ( T o l l e s

) 〔6 }

的工作而逐渐成为较成熟的
、

可洪工程实际应用的方法
。

但由于这种方法要求有
“

_

峨本解已

知”
作为先决条件

,

万汀对于许多工程实际问题
,

相应的基本解是很难求 出的
。

水实上
,

到目前

为止
,

人们大砂采用的笼本解是开尔文 ( K e
vl in )解和半无限大域中的解

。

对复合半平而这 种

吞上去并不 复杂的问题
,

其基本解的形式就已经比较复杂 了 l7t
。

半无限大域中的从木解比起

无限大域的来说
,

也繁长不很多 (如参考文献 〔8〕 , 〔9〕 )
。

岩体工程结构的边界几何形式往往是多种多样的
。

例如
,

地而形状非平直的地下浅埋洞

宝和边坡等等 ( 见图 1 )
。

这类问题无论是采用无穷大空间还是半无穷大空间的基木解都难于

在不 引入 毛界边界单元的情形下得到解决
。

.

又引月 1 中的问题
,

以图 1 ( l,) 所示问题为例来分析在不考虑无界边界元 情况下的边界元

法计算所 引入的简化
。

对于这种情形
,

在基于无限大空间中的基本解 (开尔文解 )计算时
,

取有限部分边界如图

2 ( “ ) 所示
,

这一简化模型事实
_

!: 等价于图 2( b) 的情形
。

在图 2 巾
,

边界 r 了上的位移和表面力



岩 土 力 学 1 9 89年

F1 9

图 1水解时需耍采用无界边界单元的示例
E x a mP ls e,

f o r w h i e h , o l u t i o n a d o
P t i o n o f i n f i

n i t e b o u n
d

a r y

e l e m e n t s 15 n e e d e
d

诸分量都为零
。

由此可见
,

这种简化要求在处理上将两端点 A
、

B 取得足够远
,

否则端点的

影响 (人为地引入的裂纹尖端应力
、

应变奇性场 )就很大
,

见后面的例题所示
。

鉴此
,

一些研究工作者开始注意到引进无界边界单元的必要
。

例如
,

文献 〔1。〕首先提

出无界元的 设想
,

并给出相应于二 维和三维问题的插值形式
。

吕康成① 对三维问题做了一

个尝试
。

一 ~
·

f

图 2 截断产生误差的起因

F i g
.

Z T五 e e r r o r s o o r e e e o n s王d e r a t i o n o f 1 1斑 i七e
d b o u n d a r

y

本文 旨在对现有的一些无界边界元模型做一个简要的评述
,

指出文献 〔1 0〕中对二维问题

所建议的插值形式 的不合理性
,

同时提出一种新的插值形式
,

期望开拓边界元 法的工程适用

范围
。

二
、

二维与三维无界边界元

以 碑`
表示二维或三维空间中沿第 ￡个坐标轴方向的单位向量

, 元 ( 二 若、
· , ` )为空间中任意

一点 考上某面元的单位 外 法 向 矢 量
,

点 X 与点 咨的第 ￡个坐标分量分 别记 为 X
`
( X ) 和

X
`
(古)

。

颁 内吉 ( B a ” e r

ie e

)等人
f ` 。 ’
提出的无界元模型是基于开尔文解的

。

在无限大全空间中充

满着一种各向同性弹性介质
,

若在 X 点作用单位集中力 碑̀ ,

引起 考点处位移的第 夕个分 量 以

及位于 古点
,

外法向矢量为 元的面元 上的表而力的第 j 个分量为闭

三维情形下的位移分量
, 。 v

、

1
, , .

, _ _ 、 ,
,

_ _

“ ` ’ 、 5
,

几 ’ = 一 i毛元了
~

I 一可丽
一

L 、 J 一 “ “ 夕” ` ’ 一 `一“
’

, ’ J ( l )

①吕康成
,

三维应力分析的边界元法及其在工程中的应用
,

西安矿业学院硕士论文
, 19 8 4年
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二维情形下 ( 平面应变 )的位移分量

一 `“
,

X , =

一 **
一

(、公
, )。 以 3 一 ` · ,“ j ,· (· ,一

, `

一 〕
( 2 )

表面力分量

T , , (古
,

X ) 二 一

4 a 汀 ( l 一 v) , “ {
〔 (卜 2· ) ` 了, · 刀

一
〕
名芬

一 “ 一 2· ) (·
, ` · j

一
)

} ( 3 )

其中

其巾

a = 2
, 1 , 声

二 3
, 2 分别对应于三维和二维 (平而应变 ) 问题

。

1

r = ( 尹` r ` )
2

: ` 二 X
`
( X ) 一 X ` (考)

J r 尹 `

尹 , ` 二 J了汀灭万
一 二

卞

{
f

…
弋 4 )

用边界积分表示的三维或二维平面应变 (平面应力 )问题的位移为

C
` , `“ ,一 (“ , =

丁
:

U `了 (“
,
X ) ` J ( X ) ` S ( X ) 一

{
,

T f , ( “
,
X )一 ( X ) ` S ( X )

( 5 )

咨为域 甜 内或其边界 S 上的点
;
已

, (勃 当 首任 g 一 S 时取值 氏、 ,

当 考〔 S 时为与 该

点邻近的边界几何形状相关的函数
「8]

。

设 S = S
:
口 S

,

其中 S `
为 泞的有界部分

,

S 为 S 的无界部分
。

式 ( 5 )可进一步写为

C ` J ( ` ,一 (` , 一

丁
。 ` U才 J (“

,

X , ` , ( X )` S ( X ) 一

丁
, `少公 , (“

,

X )一 ( X ) ` “ ( X )

+

丁
: U ! J ( `

,

X , `了` X )` S ( X ) 一

丁
。
少

落了 (“
,

X ,一 ` X ,` S ( X , ` 6 )

图 3 无界元上的插值函数

F i g
.

3 T h
e i n t e r

Po l a t i o n
f

u n e t i o n s f o r i n f i n i t e b o u n d a r y e l e m o n t s

图 3 ( a)
,
( b) 分别示出二维 (平面应变 )和三维问题的无界边界单元

。

S
,
习

, ,

S
:

分别为相应

的自然坐标
; Z 为 无界元上起始端上一点 (对二维问题

,

这一点是唯一的
,

对三维问题
,

可取

在自然坐标 S
; = 1 边上的任意一点 ) ;

X 为无界元上的动点 ( 变化点
,

也可称之为积分点 ) ;

X
。

为任意取定的
,

不在无界元上的点
。

颁内吉假定

对于二 维问题
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份苦 =祝 店 ( Z)

}( 7 )

对于三维问题

“ “ “ “ ,

(带段豁
一

)
“

“ 、 (“ 1 , “ 2 ,
一 “

,

5
2
,
于
黯 ( 8 )

艺̀ ( S , ,

S
:
) = t ` ( 1 ,

习
:
)

,
( Z

,

X
。
)

护
( X

,

X
。
)

其 中 汀、 ,

Z,
为 S = 0 端点的位移和面力分量

; 叭 l(
,
5

2
)

, t ` ( 1 ,
5

2
) 为 S

, = 1 边界上的位 移

和而力分量的分布函数
。

下面我们分别将式 ( 7 )和 ( 8 )代入式 ( 6 )中的相应位置
,

来分析共渐近满足对应方程的

情况
。

先考虑三维情形
,

由式 ( 1 )
,

( 3 )
,

( 6 )
,

我们有

、、户了
ù.一r

C f , ( “ ,一 `考, 二

{
。 ` U

` , `“
,

X ,` , `X ,` “

一

丁
: ` ,

, ` j
(咨

,

X ,一 ( X )` “ ` X , + “

( ( 9 )

这是因为
,

、下

、 :
充分大。寸

, 。 ` , ( ;
,

X ) 二 。

(黝
,

线 ( ;
,

工卜 。

(韵
,

由愁粉

乙厂` J (考
,

X ) t J ( X ) = 0

7
, ` , (首

,

X ) 以 J ( X ) = 0

(
一

:s)

附
{
·
打

` J (咨
,

` , ` J` X ,“ “ ` X ,
「

= 。

(
一

弄)
}
;
少! , `“ ,

X ) : J ( X ) d “ ( ` 卜。

件 )
( 1 0 )

在 召 : 上
,

通常 句 ( X )
,

均 ( X )

算
。

当 古充分远离参考点 X
。
时

取为分片

缈热
分

枷
片“ 斯 `

一
,积分

、 `刀
, , (睿

,

X ) z J ( X ) d习( x )
,

`

{
尽:少` , 、` ; X ,

· , `X ,`“ ` X ,

分别为形
一

夕{J

, (考
。 ,

考) 临森
) 一 )

的函数的线性组合
。

其中
, 二 : (睿。 ,

古) 为高斯积分点 考
, 到 “

单位荷载点
” 睿的距离

。

从而

|
l.se、1.
.

|
少

· `右下“ ( “
,

X , ` , `X ,` “ ( X , 一 “

(令 )
一 少! , “

,

X , · ,

“ ,` S` X , 一 ”

(
一

告)
( 1 1 )

即由式 ( 9 )而得
2止j

( ; , = 。
(
一

弄
一

)
+ 。

(告)
+ 。

(洁
一

)
= 。

(令) ( 12 )

当 教 〔 习 )充分远离 X
。
点时

,
一

可见式 ( 8 )给出的形函数是渐近合理的
。
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再考察二维情形
,

由式 ( 2 )
,

( 3 )
,

( 6 )和 ( 7 )
,

我们有

C ` J`“ ,
· , “ , ==

丁
, : U ` , (`

,

X ) `
J `X ) ` S ( X )

一

丁
, ` T ! , “

,

X ) : , `X )` S `X ) + 。

(十) ( 9
产

)

这是因为
,

当
:
充分大时

U , , (考
,

X ) == 0 ( I n r
)

,
少 , ` ( “ ,

X , = O

(令)

由式 ( 7 )
,

, 。 ,
、 J ,

v
、 。 了 1 \ m

, 。 v
、 _ . ,

v
、 。

/ l \
口 ` , 、 “ ,

在 夕“ ` 、 八 ’ = ”

、下 )
, 上 ` j 、 “ ,

A ’ “ `、 八 少 = ”
火

一

, ` 一

/

〔注
:

’̀二 ,
·

告
二 。

(告)
,

工
_

{
。

Y几> 的故

U ` ,
(首

,
X ) ` , ( X )己习 ( X ) = o

( 1 0 /
)

、l
ó

l
,、、.了

户

、 、万了1一rl
户

了.、、Z百、、

少 ` , (古
,

X ) u , ( X ) d s ( X ) = 0

在 S ! 上
, ` J ( X )

,

一 ( X ) 取为分段多项式插值
,

积分
{
。 : 用分段高斯积 `全处理

,

当 “ `任“ 一 , 充

分远离参考点 X
。

时

)
’

, ` U ` j ( “
,

X )`
j `X ) ` S `X )

,

丁
。 `少 ` j ( “

,
X ,· J ( X ,` S ( X ,

分别为形如
I n 〔 r (古

, ,

考)〕 , , 一 ,
(雪。 ,

睿)

的函数的线性组合
,

从而

丁
泞 ` U ` , (`

,

X ) ` , ( X ) `“ `X , = 。“ 二 ,

丁
。 `少 ` J

(考
,

X ) · , ( X ) ` S `X , == 。

(
一

奈) { ( 1 3 )

最后由式 ( 9 )得
“ ` (“ , 二 。` ,二 , + 。

(今
一

)
+ 。

(:
一

)
二 :

” ` ,二 ,
( 14 )

可 见
,

当 7
、

充分大时
, 。 ` (勃 将变得不收敛到零

,

从而推知
,

式 ( 7 )给出的形函数将导

致错误的计算结果
。

三
、

二维边界元法的无界单元上的新型插值函数

上面在对二维无界边界元的考察过程中
,

若先不对位移作插值
,

将得到

C ` , “ , “ , (` ) = 一

丁
。

,

少 , , (“
,

X ) 。 , ( X ,` S ( X , + 0“ 二 ,
( 15 )

容易看出
,

对 任 意分段多项式插值以及任意形式的面力在无界元上的插值
,

只要积分

{
: 百 ` J ( “

,

X ) ` J ( X ) ` “ ( X ) ,* 敛
,

我。丁都将得至。形女。式 ( 1 5 )的渐近关系
。

习̀实
一

匕
,

在许多问题

中
,

t , ( X )在 召 上是 已知为零的
,

如图 4
。

由 少 ! J ( 咨
,

X ,的形式
,

若取 “ 上的 一 (叉 )
,

为使积 : 、
{

,
少

￡了 ( “
·

` ,一“ ,` “ ( X , 按 -
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4T he t w o

一

般间题 的两个伸向无限远的边界— 无界支

b o u nd a r ie se x te nd i n g t o i n f i n i t y f o r ge e a n r lP r ob le m s

般意义收敛 (对固定的 勃 的插值函数
,

则根据广义积分收敛的条件
,

( 久> 0 )
,

当 护
充分大时成立

。

将此形式的插值形函数代入式 ( 1 5) 得

C , ,
(咨) u ,

(咨) 二 F (参) + 0 ( ] n : )

其中 尸“ , 二 一

!
S
` 。

少
` , `“

,

X ) u , ( X ) d “ ( X ) = 。 ,

当 , 今?
。

必须 。 ,
( x 卜 。

特 )

( 1 6 )

从而
助 J (古) = 0 ( I n : ) ( 1 4

’
)

我们由取
。 J

( X ) 为在 S 上收敛到零的形式的插值 函数推出
。 `

( X ) 在 S
。

上必趋向于无

限大的结论
。

能 的解
。

这种矛盾说明
,

使
{

, _
少` j

( “
,

X ) 。
J ( ` ) `“ ( ` ) 收敛的

。 , ( X ) 实际上都不 是 可

为使式 ( 15 )可解
,

须将插值函数的选取空间拓广
。

我们建议采用如下形式的插值

“ “ 工 ’ = 一

踩{
Z : , X

。

) 〕一 I n 〔 r
(X

,

X
。

)〕
Z , X

。

)〕一 I n 〔 r
( 2 2 ,

X 。
) 〕

“ ( Z :
)

I n 〔 , (X
,

X
。
) 〕一 I n 〔 r ( Z

: ,

X
。
) 〕

_ . , 。 、

1硕矛
一

阳万灭万不万硕可万不石万
“ ` L刀 ’ 少 ( 1 7 )

其 中 Z
, ,

2
2

为 S 上两个插值点
,

以此代入式 ( 15) 右端积分号下
,

得
+ 刃

丁
, _少` J“

,
X ,“ , ` X , ` S`X ) 二

丁!
。

(告
,二
)

+ 。

(令)l
` “

O

( 1 8 )

注意到 。

(公
一

,·

)
。

仁
一

)
,

{
。。

(洁
一

)
` “ 为发散积分

【’ ` 〕 ,

其有限部分为 `
一 从 而

,

积 分

式 ( 1 8 ) 的最后结果应当是

丁
。 _

T
` J`“

,

X , “ J` X ,` S` X , = A ,`二 + B `

( 1 9 )

其中 A
` ,

B
,
(艺= 1 ,

2 )是某些常数
。

代入式 ( 1 5 )

C
` J

(雪) u J (雪)
= 0 ( I n 7

·

) + o ( In :
)

= o ( I n : ) ( 2 0 )

这 正是我们所期望的渐近等式
。

另一方面
,

若将无穷远点着作一点
,

且假设在该点处位移的分量为连续的
,

注意到 召
。

通常有两个无穷文 (图 4 中 S三
,
万三)

,

对 S
二

上的 自然坐标作正则变换
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S x 一 1
-

否i下I {

召 , = o

S : = 1

刀
1 = co

( 2 1 )
` “ “ 厅 1 , 二

}
“

【+ 1

其中 召 : = 召 一 万
,

卫 为一充分大的正数
。

我们仍记 S : 二 0点为 S
二

的始点
,

则

丁
。 。

T ` J ( `
,

X ) “ , ( X )` s ( X ) 二 ( “ : + “ 三)

小
( “ 选+ “ 竺) 。

丁
少! , , , ` “

= (“ 三+ “ 三) 。

!
T ` , (考

,

X ) 。 J ( X ) d “

+ ( “ : ) 。

J
T ` , ( 。 。一

。
: ) ` S

!

( 2 2 )

其中
“ ( ) 0” 表示

“
0), 后面的运算取在圆括弧中的边界上

; 。
二

,

畔 分别为
。 J 在 S 生和 刀

2

上对应 于同一个 万
;

的点上的位移分量
。

式 (2 2) 中最后一个积分为

资
,·

拼会妾另nU.

1ō

!
J-

1上

丁
少求 J〔· ;一 :〕` :

=

丁
。

!告
,·

书会
一

}
` 5 1`X ) d丁

( l 一 丁 )
’十!

ù 1

=一

0 0

距离
, ’

( X
,

X
。
) = a + S ; ,

子 1
( X

,

X
。
)

=

/ 1
,

尹 1 、

、 尹 r `
/

: 2

( X
,

X
。
)

= b + 召
: ,

(一
a
)丁 + l + a

其中
a ,

b为两个常数
,

从而

护 “
( X

,

X
。
) = ( z 一 b )

丁 + z + b

1一 下

1
万蕊一

~
~

二 亏 石 = U

几1 一 下 )
“

1 ~ 丁

丁_
一

一丛竺通山上业匕妇一一一
一

L 〔 ( 1一 a )了 + 1 + a 〕〔 ( l 一 b ) 丁+ l十 b 〕
_

L ,
,

,
, 、

「` 八「 l
, _ , 1 ( X

,

X
O
) l d了

、 , , _

。 甲币
。 二

一
、 ,

, *
r
_ , :

二
、

, 。 , ~
, 、

以优万 ! uI 丽一 1 1且
万牙万二石 , , 万 , 又 一厂不甲了二下歹一 习

` J巴 刁一
.

夸黔阴 目 J以 1上息 .J 、 , 四、 】川 飞止夭 J 祖万
J l 一 a L , , 、 ` 、 , “ 、 0 户 J 飞 l 一

` )
-

丁
。 _望` J ( “

, ` ) · J ( ` ) `“ ( ` ) 是有意义的
,

其主值积分存在
。

数值计算时
,

可 引用变换式 ( 21 )
,

在
二任 〔一 1 , + 约 上作常义积分 ( 如 用高斯积分来近

似 )

四
、

算 例

(一 )半平面上表面作用一段均匀分布力
.

如图 5 所示
,

q = Z x i 0
6
N / m ,

A ` ,
B

`
( i = 1 , … , 4 )诸点 的坐标分别为

A ,
( 0 , 一 2

.

5 )
,

A
:
( 0

, 一 5
.

0 )
,

A
3
( 0 , 一 7

.

5 )
,

A
4
( 0

, 一 1 0
.

0 ) ;

B l
( 1 0 , 一 2

.

5 )
,

B : ( 1 0
, 一 5

.

0 )
,

B
3

( 1 0 , 一 7
.

5 )
,

B
4
( 1 0 , 一 x o

.

o )
。

假设这是属 于平面应变问题
,

进行边界元计算时
,

,

最远结点取在 ( 士65
.

0 , 0
.

0) 处
,

分

如下四种情形计算

1
. 。 : , u :

在无界元上为收敛型 ( B a n e r
j
e e ) ;

2
.

叽 为收敛型
, 。 2

为发散型 〔0( ln ,
) 〕 ;

3
. 。 `
为发散型

, u :
为收敛型

;
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4
.、 , , u Z

为发散型
。

`

丁琴
q

~

一
. .门 .口 . .

, r

八孟

1伽 。 A l
. 1知 0 B l

O
。
几

0 凡

0 肠

0 乓

,̀-lAA

图 5 用无界元处理半平面作用均布力问的题

I n f i n i t e b o u n d a r y e l e m e n t t r e a t m e n t o f a il a l f 一 P l a n e P r o b l e
m

w i t h u n i f o r m l o a d i n g

{

一 1田

O

:

考七州X
人公

~ 见

一么力

一 180

~ 工印

一
咖
一 1加

己万州x
叭
日

人 凡 凡 人加、

一30

义 一加
`

『

一 10

一 1印

她氏bl

己
b
岌一 140

苦
0O

一 1为.O

尽 几 尽 .B .
:

10 刃 :
几 马 几

甲 ,瑞 乡

.

一【I )

图 6

、 _ o

we 〔几 )
.

一 (III ) .

— (VI )

半平 面表面有一 段均布力

F 19
.

6 H a l f 一 P l a n c

”

为解析解
w i t h u n i f

o r
m l e a

d i n
g

“

—
” : a n a l y t i e a l o o z u t i o n 。
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图 6描出了各种算法与解析结果的比较
。

由图 6可见
,

收敛 ( aB ne r jee ) 的处理方法导致的

计算结果与解析结果相去甚远
,

有的甚至完全错误
,

如 B `
(公

= 1
, … ,

4) 各点的第一主应力那

样
。

由于对本例所示 问题
,
口X : 方向的力 (荷载 ) 为零

,

故该方向的位移亦可能趋向于零
。

从而采用该方向的位移 的收敛模型时
,

结果的精度很高
。

但另一方面
,

实算表明
,

若采用两

个方向的发散模型
,

其计算结果仍是非常好的
。

据 此
,

我们认为对任意无界边界的问题
,

无

需分析其沿各个方向的外力主矢是否为零
,

可直接采用两个方向的位移发散模型处理
。

(二 )解天边坡岩体内有一个圆形疏千脚道的算例

露天边坡与廊道的几何尺寸如图 7 所示
。

衰减中心与坐标原点重合
,

廊道的 圆 心 位 于

( 4 5
.

0
, 一 4 5

.

0 )处
,

基岩的容重为 S Ok N / m ” 。

采用无界边界元计算时
,

边界节点共 62 个
,

其中
,

圆形廊道上取 24 个节点
;
边坡上诸

节点位置在该图中标以
“ · ” 记号

; A :
点到原点的距离为 68 m ; 无界元上起始点到原 点 距

离为 i Z o m
。

在采用普通单元处理无界边界问题的计算中
,

最远点至原点的距离为 I 0 0 0m ,

但这里仅

采用地表边界上较粗略的单元划分
,

仍取该边界上节点数为 1 1 ,

单元长度由近至 远分 别 为

4 m , 4 m , 4 m , s m , s m , 6 m ,

1 0 m ,
9 5 m , 3 0 0 m , 5 0 0 m

o

图 8 为采用各种无 界单元时的计算结果
,

这里只将边坡上的表面张 (压 )力列 出 来 作 比

较
,

因为这些量往往是工程中较为重要的量值
。

1伪 1 ’
1如 少俪 知

皿
1俪

图 7 露天边坡的几何尺寸

F 19
.

7 G e o m e t r y o f t h e s l o P e

图 8 中诸记号的意义分别为

一
一 ;

采用
一

普通边 界元处理无界边界问题的计算结采
;
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场决
、

公

…
O

名砂 O

~ 8 D

一 0 4 .

己b一
x

户

..口0

一
B,

O

.
O

.B.0

忿舟
。山凡

卿辫滩澹
己

己乙州x
ó
才

一从刃

司乙州

x 一 2X()

若

几 .c

眼去犷吃一

图 8

F i g
.

8 S
u r f a e e

` 叮

一 _ 而 , , _

升` 一

各种模型算出的表面切向压力 ( 第二王压力

t a n
g

e n t i a l s t r e s s
( 叮

2
)

e a l e u l a t e d w i t h
v a

味

)

r i o u s m o d e l s

C
: u , , u :

在无界元上同取为收敛型 ( B a n e r
j
e e

)插值 ,

O
: “ ,

为收敛型
, 。 2

为发散型〔0( l n , ) 〕;

· : u ,

为发散型
, 。 :

为收敛型 ,

O : u , , u Z

在无界元上同时取为发散型
。

由图显见
,

数据
“ O ”

点完全落在曲线上
,

即 采 用 u , , 。 :
的发散型插值时

,

结果最理

想

寻了 妇 ; 宁五
一走 匕 、 二目 护目

由上面的论述可知
:

1
.

利用形如式 ( 8 )和 ( 1 7) 给出的插值函数
,

可 以分另11对三维和二维问题无界边界元作

出较合理的描述
。

2
.

对于二维情形
,

取式 ( 7) 中给定的位移插值
,

将无法正确描述一般问题 中无界元上位

移分布的情况
。

3
.

无界边界元上插值函数的引入
,

将使边界元法的实用范围大大扩广
。

另外
,

尽管发散积分提出的时间已较长
〔 , 2 , ,

但其在力学中的意义尚未完全揭示
,

这一
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点有待进一进研究
。

本文中涉及的发散积分
,

舍去 了其中的刚体位移部分
。

这部分位移量尽

管无法估针
,

但其产生的形变是可 以忽略不计的 (位移的导微函数
,
即应变是趋近于零的 )

。
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